D) Altre proprieta di ® e della decomposizione di Cartan

Sappiamo (cf. A)) che se a, B € H*, [Lo Lg] & Lg+p - In particolare, [HLp] € Lg,perognipE P, e
[La L-a] & H, per ogni a € ®. Sappiamo inoltre che, per ogni o, 3 EH*, con f = -a, &Ly L Lp (rispetto
alla forma di Killing). In particolare, per ogni o = 0, H=L; & ortogonale a L . Nella Proposizione seguente si
tratta in dettaglio, fra altre cose, il caso in cui f§ = -

Proposizione 3.

1) @ genera H* ;
2) Se a €@ anche -a € ;
3) Perogni a €@, [LoL_o] = < tg > (ovetyé l'elemento di H definito in C)) .
In particolare, per ognix ELy ,y EL_¢ , & [xy] = Kxy)tq 5
4) Perogni a €D, afty) = Ktg,tg) = 0;
3) Perogni a € ®, siponga hg = 2tq/ K(tg,tg). Allora, per ogni elemento non-nullo x g ELa , esiste Yq
€ L.y, laleche xgq , Yo , € [Xq Yol = ha generano una sottoalgebra 3-dimensionale di L, isomorfa
, o 1 [ 0] [t ,
all'algebra si(2,F) mediante l'identificazione xo — , Ya = , hg — ;
o o] o] o

6) Perogni a €E®, hy = -h_g,.
Dim.

1) Supponiamo che ® non generi H*, e che quindi il sottospazio < a | o € ® > abbia dimensione r < s = dim
H* = dim H. Per ogni a € ®, Ker o ¢ un iperpiano di H,e () Kera ¢&lo spazio delle soluzioni di un

a&b
sistema omogeneo di equazioni lineari di rango r in s incognite. Dunque () Ker a= 0. In altre parole,
a&p
esiste in H un elemento h = 0, tale che a(h) = 0 per ogni a € ®. Cio significa che [h Ly] = a(h)Lg = 0 per
ogni o € ®. Segue allora, essendo anche [hH] = 0, [hL] = 0, ovvero h € Z(L) = 0, contraddizione.

2) Supponiamo -a € . Allora L_g =0, e quindi, tenendo conto della Proposizione 2, pto iii), si ha che K(L
,Lg) =0 per ogni p € H*. Si conclude che K(L ,L) =0, contro il fatto che K & non-degenere.

3) Siaa€®, esiano x € Ly, y € L_g . Si noti innanzitutto che [xy] € H, in forza del pto i) della
Proposizione 2. Per ogni h € H, si ha poi K(h,[xy]) = K([hx].,y) = a@KEy) = K(tg, hK()y)
K(K(x,Y)tg , h) = K(h,K(x,y)te). In altre parole, H & ortogonale a [xy] - K(x,y)tg € H. Poiché K | HxH € non-
degenere, si conclude che [xy] = K(x,y)tq . Per provare l'asserto, basta ora trovare x € Ly , y € L_¢, tali che
K(x,y) = 0. A tale scopo, si osservi che, se 0 = x € Ly , K(x,L_g) = 0 implica K(x,L) = 0 (cf.2)), contro il
fatto che K ¢ non-degenere. Dunque esiste y € L_, tale che K(x,y) = 0.

4) Supponiamo o(ty) = 0. Allora, per ogni X €Ly ,y € L_qg si ha [tgx] = [tay] = 0. Come si & visto in 3),
& possibile scegliere x e y in modo che sia K(x,y) = 0, ovvero, alterando se necessario x o y per uno scalare,
K(x,y) = 1, cosi che siabbia [xy] = ty . Guardando i brackets [tyx] , [tey] , [Xy] si riconosce subito che il
sottospazio M di L generato da x, y, e tg & una sottoalgebra risolubile di L (isomorfa all’algebra di Heisenberg,
cf. [, 2.) . ad M ¢ una sottoalgebra risolubile di gl(L), isomorfa a M. Segue allora (cfr. il Teorema di Lie e i
suoi corollari) che ogni elemento di [ad[, M,ad], M] = ad;, [MM] ¢ nilpotente. In particolare ad[, to &
nilpotente. D'altra parte ty € H, e dunque ad], ty & semisemplice. Si conclude che ad[, tg = 0, ciog ty = 0,
contraddizione.



5) Sappiamo (cf.3)) che, se 0 = xg € Ly, K(Xx,L_g) # 0. E' percio possibile trovare yo € L_y , tale che
K(Xg -Yo) = 2/K(tg ste) . Segue allorada 3) che [Xg Yol = hg - Sihapoi[hg Xq] = /K to))lta Xa] =
2/alty ))alty) Xo = 2Xq, € in modo simile si ottiene [hg Yo} = -2y« - Si conclude che X , Yo € hg generano
una sottoalgebra 3-dimensionale di L con la stessa tavola di si(2,F) e base standard ( Xg, Yo > heo ), donde
l'asserto.

6) ty & definito da a(h) = K(tg,h), V h € H. Ne segue che t_g = -t . Per la definizione di hg , si ha I'asserto.

Siaora a € @ . Cichiediamo : per quali scalari0 = c EF, ca € ® ?

Per rispondere a questa domanda, consideriamo, mantenendo le notazioni del punto 5) della Proposizione 3, la
sottoalgebra di L generata da Xo , Yo, € hg . Posto Sq = <Xg, Ya,hg>, sappiamo che Sg € isomorfa a

sl(2,F). Siamo in grado di descrivere tutte le rappresentazioni finito-dimensionali di S, , € in particolare la
rappresentazione adp|S, : Sg — ad Sy € gl(L). Consideriamo dunque L come Sy-modulo ( associato a
adp S ). Denotiamo con N il sottospazio di L generato da H ¢ dagli spazi radicali L¢g (¢ € F - {0}). Si
riconosce subito che N= H ® (X L¢g) € un Sg-sottomodulo di L (perché [xg H] € L, [ya H] CL_g,[hg
H] =0, [Xa Leal & LictDa s [Ya Leal € Lc-1)a > [ha Leal € Lea). Possiamo calcolare i pesi di hg, su N.
Osservando che, per ogni x € L, si ha [hg x] = 2[tq x)/alty) = 2(calty)/alty))x = 2¢x, concludiamo che i
pesi di hg su N sono dati dallo 0 (con molteplicita uguale alla dimensione di H), e dagli interi 2c = = 0 .
Notiamo ora che: 1) Ker o & un sottomodulo (banale) di N (V u € Ker a, [xg u] = -a(u)xq = 0, [ygu] =
a(u)yg = 0, e infine [hg u] = 0); 2) Sg & un sottomodulo di N (irriducibile , i pesi di hg su Sq essendo 0, 2,
-2, con molteplicita 1). Poiché athg) =2 (cf. 4)) & dunque H = Kera @ <hg >, e per il Teorema di Weyl N
= (Kera @ Sg) @ P, con P sottomodulo di N . Supponiamo P = 0 . Poiché il peso 0 ha molteplicita uguale
alla dimensione di H , i pesi di hy su P sono tutti diversi da zero . Ne segue (cf. 9.) che tali pesi sono tutti
dispari, e dunque gli unici pesi pari di hg su N sono 0, 2, -2. Cid ha come conseguenza che 2a non & una radice
(in caso contrario, 2c = 2-2 = 4 sarebbe un peso per hg su N) . Ma allora nemmeno (1/2)a ¢ una radice

(altrimenti, per il ragionamento appena fatto, 2(1/2)a = o non potrebbe essere una radice), cosi che 2(1/2) = 1
non pud essere un peso , e dunque P =0, ovvero N = (Ker o @ S). In particolare, possiamo concludere che ,

per ogni radice a : 1) gli unici multipli di a che sono radici sono a e -a ; 2)essendo H+ Ly +Lg=H+
<Xos Ya >, Ly € un sottospazio I-dimensionale di L .

Esaminiamo ora ['azione di S« sugli spazi radicali Lg , con 8 = + o A tale scopo, poniamo R = ELp +six €
ieZ

proviamo che R & un Sy-sottomodulo irriducibile di L. Innanzitutto, notiamo che, per ogni i € Z, si ha [xq
Lg+ial & Lp+i+ as Yo Lptial € Lp+i - as [ha Lg+ial & Lp+ia- Dunque R € un sottomodulo di L.
Posto Lg+i o = < Xp+j o> per tutti gli i € Z tali che Lpg+ia = 0, sihapoi [hg Xp+ia]l = (BHia)he)xpria =
B(hy) + 21)xp+io (essendo a(hg) = 2). Dunque hy decompone R nella somma diretta degli spazi-peso 1-
dimensionali Rg(ha)+2i = Lp+i a (Btio € @), relativi ai pesi P(hg)+2i. Poiche tali pesi sono interi distinti fra
loro congrui mod 2, 0 e 1 non possono comparire entrambi come pesi per hg su R, e (cfr. 9., Corollario 1) R &
irriducibile. Ne segue che se q (risp. r) ¢ il massimo intero tale che p+qa (risp. B-rat) sia una radice, il peso pint
alto di R & B(hg)+2q (e il peso pitt basso di R & B(hg)-2r). Inoltre, in forza di 9., Teorema 1, i pesi su R
formano una progressione aritmetica di ragione 2. In altre parole, per ogni icon-rsisq B(hg)+2i ¢ un peso,
ovvero le radici B-ra,...,B,..., +qa formano una catena (la a-catena passante per B) che non ha "lacune".
Si ha poi, in particolare, per la simmetria di R, f(hg)-2r = - (B(hg)+2q), donde B(hy) = r - q. Infine (cf. 9. ,
Lemma 2, iii)), notiamo che se o + € @, e dunque Xp non ¢ un vettore massimale in R, ¢ [xq xg] = 0,
ovvero, avendo gli spazi radicali dimensione 1, [Lg Lpl =La+p -

Per maggiore chiarezza, raccogliamo i risultati appena provati nella seguente :

Proposizione 4.



1) Per ogni o € @, lo spazio radicale Ly ha dimensione 1. In particolare, per ogni 0 = xq €Ly , Vi é un
unicoyg € L_g , taleche [xgyq] = hg,e Sq = <xq Va, ha> =Lag * L_q + [Lal-of .

2) Perogni a € D, gli unici multipli di a che sono radici sono + a.

3) Siano o, BE D, con B =+ a, e siano r, q i massimi interi per i quali B-ra, B+qa rispettivamente siano
radici. Allora per ogni icon-r <i sgq Pt+iaé una radice. (Diremo che queste radici formano la a-catena
passante per f§ .)

4) Per ogni o, BE D, B(hy € Z. Precisamente: afhg) =2, ¢, se B=+a, Bthy) = r-q. Inparticolare:
perogni a, BED, B- Blthy) a € . (Gliinteri B(hy) sono detti interi di Cartan,)

5) Sea fatBED [Lalg] =La+p.

Osservazione :

Poiché @ genera H*, segue subito da C) che {ty | o € ®} genera H. Segue allora dal punto 3) della
Proposizione 3, che L é generata (come algebra di Lie) dagli spazi radicali L, .

E) Realizzazione di ® come sistema di radici di uno spazio euclideo reale

Mediante l'isomorfismo canonico fra H e H* introdotto in C), che fa corrispondere a ogni ¢ &€ H* I'elemento to
di H, possiamo per trasporto di struttura definire su H* la forma bilineare simmetrica non-degenere ( , ) ponendo

(¢»W) = K(tq)’tlp) V¢,WEH*

La forma (, ) pud anche essere utilmente espressa mediante la formula :

@w) = Do g)eny).
aed
Infatti, per ogni a, b € H, x € Ly , a EH*, ¢ (ad a - ad b)x = (a(a) a(b))x, da cui, considerando la

decomposizione di Cartan L = H + 2 Lo , si ottiene K(a, b) = Tr(ada-adb) = E ofa) a(b) . Segue
acPb oed

appunto (¢, $) = K(tg, ty) = > alty) alty) = > Klta, tK(ta, ty) = > (o, 9}, W) .

aedp oged cad

Osserviamo infine che, per come si & definita (, ), per ogni a, B € ®, B(hy) = K(tg, ha) = K(tp, 2te/K(tar ,
te)) = 2 /K({tg, t))K(tp . ta) = 2(B, a)/(a, @) € Z, per il pto 4) della Proposizione 4.

Identifichiamo ora il sottocampo primo di F con il campo razionale Q , e denotiamo con Eq il Q-sottospazio di
H* generato da ®. Si ha allora :

Proposizione 5. i) dimg Eg = dimp H*,
i) perogni ¢, Y EEQ, (¢ y) €Q, elarestrizionedi(,) a EQ ¢ una forma definita positiva su EQ .

Dim.
1) Poiche chiaramente dimg EQ =z dimp H* , bastera provare che, se (o , . .., o) & una base di H*

contenuta in ®, ogni 3 € ® ¢ una combinazione lineare di a; , . . ., ay con coefficienti in Q . Sia dunque p =

> Ci O , cosiche (B, aj) = 2 ci(aj,aj)perj=1,...,n.Siconsideri il sistema di equazioni lineari nelle
incognite c; :

(*) 2B, o)oj, o) = b 2(aj, ap/(og, a))ei (G=1,...,n).
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Per quanto visto sopra, (*) & un sistema a coefficienti razionali (anzi interi). Inoltre, poiché (, ) € non-degenere e
(ay,...,0n) €unabase di H*, la matrice X = ((aj , @j)) & non-singolare, e dunque ¢ non-singolare anche la

matrice del sistema (*). Si conclude che (*) ha una (unica) soluzione in Q .

i) Sea, PE D, 2(a, BY/(B, ) = a(hp) = my € Z (Proposizione 4, 4)). Segue allora che, per ogni § € @, si
ha (B,) = D (a,B)? = > (my/2)XB,B)*.Poiche (B,P) = K(tg, tg) = 0 (cf. Prop.3,4)), > (mg)?

ced oed cead
# 0,edunque (B,p) = 4/ 2 (mg)? € Q. Siconclude che (a,B) = (my/2)B,B) EQ per ogni
oged

o, € @, donde (¢, ) € Q per ogni ¢, y EEQ, essendo ¢ ¢ Y combinazioni lineari di elementi di ® a
coefficienti in Q . Infine, per ogni ¢ EEQ, (9, §) = 2 (o, )2 =2 0,e(p,¢) =0 sse(a,¢) =0 Va€E D,

cedP
cio¢ ¢ = 0, dal momento che ® genera H*.

Ora, "ampliamo il campo degli scalari" da Q al campo reale R, i.e. consideriamo lo spazio reale ER = R® EQ.
Ogni base (ey, ..., ep) di EQ da luogo aunabase (1 ®e,,...,1®e,)di ER, e pertanto dimg ER = dimQ
EQ = dimp H*. Inoltre, il metodo di riduzione di Lagrange per le matrici simmetriche assicura che esiste in EQ
una base rispetto alla quale la matrice di (, ) ¢ una matrice diagonale diag(c,, . . ., cp) a elementi positivi. Ne
consegue che ( , ) si estende a una forma bilineare simmetrica definita positiva su ER , e dunque E = (ER, (,))
¢ uno spazio euclideo reale (generato da @).

Le proprieta fondamentali di ®, considerato come sottoinsieme di E, sono riassunte nel seguente :

Teorema.

i) D ¢&un insieme finito di generatori non-nulli di E ;

ii) Se a € @, gli unici multipli di o che appartengono a @ sono ae -a;
iii) Perogni a,BED, B- 2B, a)/(a, qja € D;

iv) Perogni a, BED, 2(B, o)/(a, o) EZ.

Queste proprieta’ definiscono cio' che si usa chiamare un sistema di radici (ridotto) in uno spazio euclideo. Le
argomentazioni precedenti ci mostrano che ad ogni coppia (L,H) costituita da un'algebra di Lie semisemplice L e
da una sua sottoalgebra torica massimale H si pud associare una coppia (®,E), ove @ ¢ un sistema di radici
nello spazio euclideo E. Alla classificazione dei sistemi di radici e' dedicato il prossimo capitolo.



